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úåøòäå íééåðéù - íéé÷åñôä íéøù÷ä úøåú :'ã ÷øô

'ã ÷øôî íé÷ìç óéìçð .øôñá øùàî èòîá äðåù êøãá íéøù÷äå úîàä úåçåì úøéöé éàùåðá ïåãð ïàë
.êùîäá áåúëù äîá

íéøù÷ íâ àìà íééãåñéä íéé÷åñôä íéøù÷ä ÷ø àì íä åðúåùøì íéãîåòä íéé÷åñôä íéøù÷ä
.φ ↔ ψ = φ ∧ ψ ∨ ¬φ ∧ ¬ψ é"ò øãâåä ↔ øù÷ä ,ìùîì .äáëøä é"ò íäî íéìá÷î åðàù íéé÷åñô
ìá÷úä

∨3
i=1 φi = (φ1 ∨ φ2) ∨ φ3 øù÷ä ,ïë åîë .∨-å ¬,∧ íéøù÷ä ìù äáëøä é"ò ìá÷úä äæ øù÷

íéøù÷ä ïî íéìá÷úîä íéé÷åñôä íéøù÷ä ìë íäî úòãì íéöåø åðà ïëì .åîöò íò ∨ ìù äáëøä é"ò
íéùãç íéøù÷ ìù äøéöéä úà àìî ïôåàá øéëäì íéíéëøö åðà êë íùìå ,äáëøä é"ò íééãåñéä íé÷åñôä
éììë øù÷äá àìà íéøù÷ä ìù øù÷äá ÷ø àì úàæë äøéöéá ïåãð .äáëøää úìåòô é"ò íéðåúð íéøù÷î

.éäùìë äöåá÷ ìò úåéö÷ðåô ìù øúåé
àéä f2-å f1 úåéîå÷î åãä úåéö÷ðåôä íò g úéîå÷î úìúä äéö÷ðåôä ìù äèåùô äáëøä

,ìùîì ,àéä äúåà øàúì êáåñî øúåéù äáëøä .h(x, y) = g(f1(x, y), f2(x, y), f1(x, y))
ãçà ãöîù äáëøä é"ò úåéö÷ðåô úøéöé ìù äøãâäá íéðééðåòî åðà .h(x, y) = g(y, f1(x, y), f2(y, x))
-ðåôä úøéöé úøãâäù åðì áåùç .åðàáäù äéðùä äîâåãá åîë úåáëøä íâ ìåìëú éðù ãöîå äèåùô äéäú
äøãâääù ìëëå ,úåðåúð úåéö÷ðåôî úåøöåðä úåéö÷ðåôä ìë ìò íéøáã çéëåäì äöøð éë äèåùô äéäú úåéö÷
úàæ äøèî âéùäì íéìåëé åðà .úøöåðä úåéö÷ðåôä ìë ìò íéøáã çéëåäì åðéìò ì÷é ïë øúåé äèåùô äéäú

.äàáä äøãâäá úåéö÷ðåôä úøæòá
A éøáéà ìù úåé-n-ä úöåá÷î äéö÷ðåôä äéäú pA

n,i 1 ≤ i ≤ n -å äðåúð A äöåá÷ øåáò .äøãâä 4.11äøãâä 4.11äøãâä 4.11
.ìèéä úåéö÷ðåôìèéä úåéö÷ðåôìèéä úåéö÷ðåô úåàø÷ð pA

n,i úåéö÷ðåôä .pA
n,i(x1, . . . , xn) = xi é"ò äðåúðä A-ì

.øáåãî A äöåá÷ åæéàá øåøáù ïëéä A ïåéìòä ñ÷ãðéàä úà pA
n,i-î èéîùð åðà

-ðåôä æà íééùîîä íéøôñîä úöåá÷ àéä R íà ,ìùîì ,éë ìèéä úåéö÷ðåô åìà úåéö÷ðåôì íéàøå÷ åðà
.y-ä øéö ìò øåùéîä ìù ìèéää àéä p2,2 äéö÷ðåôäå x-ä øéö ìò øåùéîä ìù ìèéää àéä p2,1 äéö÷

äáëøää åîë úåáëøä äèåùô äøåöá øéãâäì åðì øùôàî ìèéää úåéö÷ðåôá ùåîéùä
áúëéäì úðúéð úàæ äáëøä .ìéòì åðéàøù h(x, y) = g(y, f1(x, y), f2(y, x))

.h(x, y) = g(p2,2(x, y), f1(x, y), f2(p2,2(x, y), p2,1(x, y))) -ë
éäî øåøáù ïëéäå ,A-ì A-î úéîå÷î-n äéö÷ðåôA-ì A-î úéîå÷î-n äéö÷ðåôA-ì A-î úéîå÷î-n äéö÷ðåô àø÷éú f : An → A äéö÷ðåô .à .ïåîéñå äøãâä 4.11.1ïåîéñå äøãâä 4.11.1ïåîéñå äøãâä 4.11.1

.úéîå÷î-n äéö÷ðåô äì àø÷ð ,A äöåá÷ä
.úéîå÷î-n àéä f -ù êë n ≥ 1 íéé÷ íà A-ì A-î úéîå÷î áøúéîå÷î áøúéîå÷î áø úàø÷ð f äéö÷ðåô .á

ãç àéä äéö÷ðåôä åáù n = 1 åá äø÷îä úà íâ ììåë úéîå÷î áø äéö÷ðåô ìù âùåîäù áì íéù :äøòä
.úéîå÷î

.x1, . . . , xn -ì øåöé÷ àåä ~x ïåîéñä .â
g éäúå ,A-ì A-î úåéîå÷î-n úåéö÷ðåô f1, . . . fk äðééäú n, k ≥ 1 øåáò .úåéö÷ðåô úáëøä 4.11.2úåéö÷ðåô úáëøä 4.11.2úåéö÷ðåô úáëøä 4.11.2
é"ò äðåúðä A-ì A-î úéîå÷î-n-ä äéö÷ðåôë øãâåî g(f1, . . . , fk) .A-ì A-î úéîå÷î-k äéö÷ðåô
-ðåôä ìëù êëì ïååëúð ,g(f1, . . . , fk) áåúëð åá íå÷î ìëá .g(f1, . . . , fk)(~x) = g(f1(~x), . . . , fk(~x))

.úåîå÷î ìù øôñî åúåà úåðá ïä f1, . . . , fn úåéö÷
úàø÷ð A-ì A-î úéîå÷î áø äéö÷ðåô .A-ì A-î úåéîå÷î áø úåéö÷ðåô úöåá÷ W éäú .äøãâä 4.11.3äøãâä 4.11.3äøãâä 4.11.3

:íéàáä íéììëä øåàì êë àéä íà W-î úøöåð-î úøöåð-î úøöåð
.W -î úøöåð àéä A-ì A-î ìèéä úéö÷ðåô ìë .à

úøöåð h íâ æà W -î úåøöåð úåéö÷ðåô ïä f1, . . . , fk -å g ∈ W -ù ïëéä h = g(f1, . . . , fk) íà .á
.W -î

.'á-å 'à éôì W -î úøöåð àéä íà ÷ø W -î úøöåð àéä äéö÷ðåô .â
à÷ååã åàìå W -î úøöåðä éäùìë äéö÷ðåô úåéäì g äéö÷ðåôì úàæ äøãâäá úåùøäì éòáè øúåé :äøòä
äæ éðù ãöîå ,äøãâää úà íöîöî ,ãçà ãöî ,äæ éë g ∈ W -ù ùåøãì åðøçá .W -á úàöîðä äéö÷ðåô

.4.15.4-á äàøðù éôë ,úøöåðä äéö÷ðåôä âùåî úà äðùùî åðéà
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éë úøúåéî úàæ úôñåú íìåà ,W -î úøöåð àéä W -á äéö÷ðåô ìëù äùéøãä úà äøãâäì óéñåäì åðìåëé
.äúò äàøðù éôë ,úàæ çéëåäì éãë íé÷éôñî 'á-å 'à

.W -î úøöåð W -á äéö÷ðåô ìë .A-ì A-î úåéîå÷î áø úåéö÷ðåô úöåá÷ W éäú .èôùî 4.11.4èôùî 4.11.4èôùî 4.11.4
íéé÷ x1, . . . , xn ∈ A ìëì .g ∈ W éäú .äçëåääçëåääçëåä

'à éôìù ïååéëî .g = g(pn,1, . . . , pn,n) ïëìå ,g(x1, . . . , xn) = g(pn,1(~x), pn,2(~x), . . . , pn,n(~x))
äéö÷ðåô àéä ,g-ì äååùä ,g(pn,1, . . . , pn,n) íâ 'á éôì ïëì W -î úåøöåð úåéö÷ðåô ïä pn,1, . . . , pn,n

.W -î úøöåð
W -î úøöåð h-ù øîàð 'á-á éë ,äîåúñ äøãâä àéä W -î úøöåðä äéö÷ðåôä âùåîì åðàáäù äøãâää
äá êøãá úëìì åðéìò úùøåôî äøãâäì äøãâää úà êåôäì éãë .W -î úåøöåð f1, . . . , fk úåéö÷ðåôä íà

.ïàë úàæ äùòðå ÷åñôä âùåî úøãâäá åðëìä
ìëì íà W-î úåéö÷ðåô ìù äøéöé úøãñ-î úåéö÷ðåô ìù äøéöé úøãñ-î úåéö÷ðåô ìù äøéöé úøãñ úàø÷ð f1, . . . , fm úåéö÷ðåôä úøãéñ .à .äøãâä 4.11.5äøãâä 4.11.5äøãâä 4.11.5
,1 ≤ j1, . . . , jk < i -å g ∈ W øåáò fi = g(fj1 , . . . , fjk

) -ù åà ìèéä úéö÷ðåô àéä fi 1 ≤ i ≤ m

.äøãñá fi éðôì úåòéôåîä úåéö÷ðåô ïä fj1 , . . . , fjk
øîåìë

.W -î úåéö÷ðåô ìù äøéöé úøãñ ìù áéëø àéä íà W-î úøöåð-î úøöåð-î úøöåð úàø÷ð äéö÷ðåô .á
:úà ïëå (äùãçä äøåãäîá 2.6 úçëåä äàø) 'á-å 'à4.11.3 úà çéëåäì ì÷ 4.11.5 äøãâäî

g ∈ W -ù ïëéä ,g(f1, . . . , fk) äøåöä úìòá àéäù åà ìèéä úéö÷ðåô àéä W -î úøöåð äéö÷ðåô ìë
.(äùãçä äøåãäîá 2.10 äàø) W -î úåøöåð f1, . . . , fk -å

.äøéöéä úøãñ ìù âùåîá úùîúùî äðéàå 4.11.3-ì äîåãä ÷åñôä âùåîì äøãâä ïú .ìéâøú 4.11.6ìéâøú 4.11.6ìéâøú 4.11.6
:ïî÷ìãë çñðì ùé øôñá 'à4.15 úà .øôñá 4.14-å 4.13 úà àåø÷ì ùé úòë

t(t1, . . . , tn) íà .äîàúäá ,íäì íééìàåãä úîàä úåçåì t′, t′1, . . . , t
′
n -å úîà úåçåì t, t1, . . . , tn åéäé

.t(t1, . . . , tn) -ì éìàåãä úîàä çåì àåäå øãâåî t′(t′1, . . . , t
′
n) íâ æà øãâåî

ïååéëî .åìù äøãâäá ,ïáåîë ,ùîúùäì åðéìò øãâåäù éèîúî âùåî ìò åäùî çéëåäì íéöåø åðà øùàë
çéëåäì úéòáèä êøãä ïëì äøéöé úøãéñ úåòöîàá åà äîåúñ äøãâäá øãâåä úøöåðä äéö÷ðåôä âùåîù

.àáä èôùîá çñððù éôë ,äéö÷åãðéà àéä úåøöåðä úåéö÷ðåôä ìò úåðòè
ú éë çéðð .äðåëú ú éäúå ,A-ì A-î úåéö÷ðåô úöåá÷ W éäú .äéö÷ðåôä úøéöé ìò äéö÷åãðéà 4.15.1äéö÷ðåôä úøéöé ìò äéö÷åãðéà 4.15.1äéö÷ðåôä úøéöé ìò äéö÷åãðéà 4.15.1

.íéàáä íéàðúä éðù úà úîéé÷î
.ú äðåëúä úìòá àéä A-ì A-î ìèéä úéö÷ðåô ìë .à

ïäù úåéîå÷î-n úåéö÷ðåô ïä f1, . . . , fk -å úéîå÷î-k äéö÷ðåô àéä g ∈ W k, n ≥ 1 øåáò íà .á
.ú äðåëúä úìòá àéä g(f1, . . . , fk) íâ æà ,ú äðåëúä úåìòá

.ú äðåëúä úìòá àéä W -î úøöåð äéö÷ðåô ìë æà
íéøàùð äçëåää éèøô .÷åñôä úøéöé ìò äéö÷åãðéàä èôùî úçëåäì ãåàî äîåã úàæ äçëåä .äçëåääçëåääçëåä

.ìéâøúë àøå÷ì
.äàáä àéä äéö÷ðåô úøéöé ìò äéö÷åãðéàá äçëåäá ùåîéùì äèåùô äîâåã

äðåëúä úìòá àéä {t∨, t∧} -î úøöåðä {T ,F}-ì {T ,F}-î h äéö÷ðåô ìë èôùî 4.15.2èôùî 4.15.2èôùî 4.15.2
.{t∨, t∧} -î úøöåð äðéà úàæ äðåëú úìòá äðéàù t¬ äéö÷ðåôä ïëìå ,h(T, T, . . . , T ) = T -ù

h(T, T, . . . , T ) = T -ù äðåëúä úìòá àéä {t∨, t∧} -î úøöåð h äéö÷ðåô ìëù çéëåð .äçëåääçëåääçëåä
.h úøéöé ìò äéö÷åãðéàá

.pn,i(T, T, . . . , T ) = T ïáåîë íéé÷ ìèéä úéö÷ðåôì
æà h = t∧(f1, f2) íà æà úàæ äðåëú úåìòá ïä f2-å f1 íà

.h = t∨(f1, f2) -ì íâ ïëå ,h(T, . . . , T ) = t∧(f1(T, . . . , T ), f2(T, . . . , T )) = t∧(T, T ) = T

U -î úøöåð äéö÷ðåô ìë æà .U ⊆ W éäúå ,A-ì A-î úåéîå÷î áø úåéö÷ðåô úöåá÷ W éäú .ìéâøú 4.15.3ìéâøú 4.15.3ìéâøú 4.15.3
.W -î úøöåð íâ àéä

úåøöåð úåéö÷ðåô h, f1, . . . , fk äðééäúå ,A-ì A-î úåéîå÷î áø úåéö÷ðåô úöåá÷ W éäú .èôùî 4.15.4èôùî 4.15.4èôùî 4.15.4
.W -î úøöåð h(f1, . . . , fk) äéö÷ðåôä íâ æà ,W -î
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éäùìë äéö÷ðåô àéä h ïàëù ãåòá W ìù øáéà àéä h W -î úøöåðä äéö÷ðåôä âùåî úøãâäáù áì íéù
.W -î úøöåðä

.èôùîä ìù äðåëúä úìòá àéä h úøöåðä äéö÷ðåôäù h úøéöé ìò äéö÷åãðéàá çéëåð .äçëåääçëåääçëåä
.åðúçðä éôì W -î úøöåð äéö÷ðåô àéä fi-å ,h(f1, . . . , fk) = fi æà pk,i ìèéää úéö÷ðåô àéä h íà

çéëåðå g ∈ W -å ,W -î úøöåð hi(f1, . . . , fk) -ù äðåëúä úåìòá úåéö÷ðåô ïä h1, . . . , hm éë çéðð úòë
ïë íà ïåúð .W -î úøöåð h(f1, . . . , fk) -ù íéé÷ h = g(h1, . . . , hm) øåáò íâù

.(1) h(f1, . . . , fk) = g(h1(f1, . . . , fk), . . . , hm(f1, . . . , fk))
âùåî úøãâä éôì ,ïëì g ∈ W -ù ïååéëîå ,W -î úøöåð hi(f1, . . . , fk) äéö÷ðåô ìë äéö÷åãðéàä úçðä éôì

.W -î úøöåð äéö÷ðåô àåä (1) ìù ïéîé óâà ,úøöåðä äéö÷ðåôä

.W -î úåøöåð úåéö÷ðåô úöåá÷ V éäúå ,A-ì A-î úåéîå÷î áø úåéö÷ðåô úöåá÷ W éäú .èôùî 4.15.5èôùî 4.15.5èôùî 4.15.5
.W -î úøöåð àéä V -î úøöåð äéö÷ðåô ìë

.ìéâøúë àøå÷ì úøàùð ,4.15.4 èôùîá úùîúùîä ,èôùîä úçëåä .äçëåääçëåääçëåä

.íéøù÷ä úøéöéì úîàä úåçåì úøéöé ïéá ÷åãää øù÷ä úà àèáî àáä èôùîä

ìë úöåá÷î äéö÷ðåô ìë æà .íäìù úîàä úåçåì úöåá÷ D-å íéøù÷ úöåá÷ C éäú .à .èôùî 4.16èôùî 4.16èôùî 4.16
.D-î øöåð äìù úîàä çåìå é÷åñô øù÷ àéä C-î úøöåð àéäù íé÷åñôä ìë úöåá÷ì íé÷åñôä

t-ù êë c ∈ C øù÷ ùé t ∈ D úîà çåì ìëìù êë íéøù÷ úöåá÷ C-å úîà úåçåì ìù äöåá÷ D éäú .á
.c ìù úîàä çåì àåä t-ù êë C-î øöåð c øù÷ íéé÷ D-î øöåðä t úîà çåì ìëì æà .c ìù úîàä çåì àåä
øù÷ c-ù äéö÷åãðéàá çéëåðå ,C é"ò úøöåð äéö÷ðåô c éäú .íé÷åñôä ìë úöåá÷ úà Π-á ïîñð .à .äçëåääçëåääçëåä

.D é"ò øöåð äìù úîàä çåìå
úéö÷ðåôå øù÷ àåä c æàå c(φ1, . . . , φn) = φi íéé÷ φ1, . . . , φn ìëì æà pΠ

n,i ìèéää úéö÷ðåô àéä c íà

íéé÷ A äðáî ìëì éë ,äìù úîàä çåì àéä p
{T,F}
n,i ìèéää

.A(c(φ1, . . . , φn)) = A(φi) = p
{T,F}
n,i (A(φ1), . . . ,A(φn))

íâ éë äàøð æà c ∈ C-å D é"ò íéøöåð íäìù úîàä úåçåìù íéøù÷ íä c1, . . . , ck íà
úîàä úåçåì t1, . . . , tk åéäé .D é"ò øöåð åìù úîàä çåìù øù÷ àåä c∗ = c(c1, . . . , ck)
-ù ïååéëî .c ìù úîàä çåì t éäé .D-î íéøöåð t1, . . . , tk åðúçðä éôì æàå ,c1, . . . , ck ìù
äéö÷ðåôä úøöåðä äéö÷ðåôä âùåî úøãâä éôì .t ∈ D èôùîä úçðä éôì ïëì c ∈ C

c∗ -ù åîë ÷åéãá t, t1, . . . , tk -î úìá÷úî t∗-ù áì íéùð .D-î úøöåð àéä t∗ = t(t1, . . . , tk)
A äðáî ìëì .åìù úîàä çåì àåä t∗-å øù÷ àåä c∗ éë äúò äàøð .c, c1, . . . , ck -î úìá÷úî
A(c∗(φ1, . . . , φn)) = A(c(c1(φ1, . . . , φn), . . . , cn(φ1, . . . , φn))) íéé÷
= t(A(c1(φ1, . . . , φn)), . . . ,A(ck(φ1, . . . , φn))) ïëì c ìù úîàä çåì àåä t-ù ïååéëîå

ïëì ci ìù úîàä çåì àåä ti 1 ≤ i ≤ k ìëìù ïååéëîå
= t(t1(A(φ1), . . . ,A(φn)), . . . , tk(A(φ1), . . . ,A(φn))) = t∗(A(φ1), . . . ,A(φn))
.c ìù úîàä çåì àåä t-ù êë C é"ò øöåð c øù÷ íéé÷ù äéö÷åãðéàá çéëåðå ,D é"ò øöåð úîà çåì t éäú .á

.pΠ
n,i øù÷ä ìù úîàä çåì àåä t ,ìéòì åðéàøù éôá ,æà p

{T,F}
n,i ìèéää úéö÷ðåô àåä t íà

,èôùîä úçðä éôì ,æà t ∈ D -å C-î íéøöåðä c1, . . . , ck íéøù÷ ìù úîàä úåçåì íä t1, . . . , tk íà
ìù úîàä çåì àåä t(t1, . . . , tk) ,ìéòì åðéàøù éôë ,æàå ,åìù úîàä çåì àåä t-ù êë c ∈ C øù÷ íéé÷

.úøöåðä äéö÷ðåôä âùåî úøãâä éôì ,C-î øöåð àåäù ,c(t1, . . . , tc) øù÷ä

.äðîî øöåð (éîå÷î-ãç úåçôì) úîà çåì ìë íà äîìùäîìùäîìù úàø÷ð W úîà úåçåì úöåá÷ .à .äøãâä 4.23äøãâä 4.23äøãâä 4.23
.äîìù äðéà t∧, t∨ äöåá÷ä éë òáåð 3 èôùîî

çåì àåä t-ù W -î øöåðä c øù÷ íéé÷ t úîà çåì ìëì íà äîìùäîìùäîìù úàø÷ð W íéé÷åñô íéøù÷ úöåá÷ .á
.åìù úîàä

.äîìù àéä ¬,∧,∨ íéøù÷ä úöåá÷ù øîåà úîàä úåçåì úðéçáî úåîìùä èôùî

äîìù äöåá÷ àéä V íà .úîà úåçåì ìù W äöåá÷î íéøöåðä úîà úåçåì úöåá÷ V éäú .à .èôùî 4.25èôùî 4.25èôùî 4.25
.ïë àéä W íâ æà úîà úåçåì ìù


